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RESUMEN

El articulo aborda la problematica del uso de la teoria de errores en la propagacion
de las mediciones indirectas que se efectian en los laboratorios docentes de la
institucion a partir de la realizacion de experimentos fisicos, problemas
experimentales y practicas de laboratorio, entre ellos, elementos y métodos del
calculo diferencial mas utilizados en la propagacion de cotas de errores de las
mediciones indirectas. También se exponen algunas experiencias en la utilizacion de
acciones metodoldgicas disefiadas con el objetivo de desarrollar habilidades en los
estudiantes, con los contenidos fundamentales de la teoria de errores que reciben
en las carreras en asignaturas de la disciplina Fisica General, para facilitar y
propiciar el desarrollo de las actividades experimentales de los estudiantes de las
carreras de Matematica-Fisica, Ingenieria Industrial, Agronomia e Informéatica.

Palabras claves: medicion indirecta, cotas de errores, error relativo, diferencial
exacta, y propagacion cuadratica.

ABSTRACT

The article addresses the problem of the use of theory of errors in the propagation of
indirect measurements that are carried out in the institution's teaching laboratories
from physical experiments, experimental problems and laboratory practices, including
elements and Differential calculus methods most commonly used in the propagation
of error rates of indirect measurements. Some experiences are also presented in the
use of methodological actions designed with the aim of developing skills in students,
with the fundamental contents of the theory of errors that they receive in the courses
in subjects of the General Physics discipline, to facilitate and foster the development
Of the experimental activities of the students of Mathematics-Physics, Industrial
Engineering, Agronomy and Informatics.

KEY WORDS: Indirect measurement, error rates, relative error, exact differential, and
quadratic propagation.

En la disciplina Fisica General se expresa la vinculacion del trabajo experimental
contemporaneo, en términos académicos, con la universidad cubana. Su presencia
en el disefio curricular de las carreras como Matematica-Fisica, Ingenieria Industrial,
Agronomia, e Informatica para citar algunas se desdobla en varias asignaturas en
las cuales de abordan contenidos de la fisica. Esto explica la necesidad de renovar
constantemente el proceso de ensefianza-aprendizaje de esta disciplina, pues
resulta de vital importancia para alcanzar uno de los objetivos priorizados de la
educacion superior en Cuba: egresar un profesional que sea capaz de continuar
aprendiendo, un individuo con habilidades para mantenerse actualizado y enfrentar
los retos de la educacion cubana.

! Licenciado en Educacién. Especialidad Fisica y Astronomia, Master en Tecnologias de la Informética y las
Comunicaciones en Educacion. Departamento Matematica-Fisica de la Universidad de Las Tunas, Cuba.


mailto:lorenzopm@ult.edu.cu

Su caracter eminentemente experimental, que depende mucho de la observacién, de
la medicion y en general de la experimentacion, asi como, en particular, de la
utilizacion de instrumentos y equipos que permiten ampliar el alcance de los sentidos
para desentrafiar fendmenos inaccesibles y perfeccionar el reflejo de la realidad,
posibilitar el cumplimiento de aspectos contentivos en los modelos del profesional
relacionados con el dominio de una vision global acerca de la matematica y la fisica,
utilizar sus métodos y formas principales de trabajo, en correspondencia con el
momento historico y el lugar en que surgieron determinadas ideas o tuvieron lugar
ciertos descubrimientos y aplicaciones.

Su contribucién al establecimiento del método cientifico de investigacion concretado
en el modelo del profesional y en tal sentido, el uso de las matematicas para la
formulacion y desarrollo de las teorias y de los recursos informaticos, asi como la
experimentacion, constituyen los elementos que le permiten al futuro profesional
explicar los fendmenos bajo estudio, resaltar la relatividad de la verdad y el caracter
inagotable de los conocimientos, asi como resolver problemas y reflexionar
metacognitivamente sobre los resultados y su propio desempefio y por esta via
contribuir ademas, a la construccion del conocimiento cientifico de la realidad
educativa y al perfeccionamiento de su labor.

Este articulo cientifico es resultado del proyecto de investigacion sobre Didactica de
las Ciencias Exactas en el Dpto. de Matemética-Fisica de la institucién. Trata unos
de los problemas fundamentales para llevar a cabo el proceso de ensefianza-
aprendizaje de la disciplina, la escases y falta de bibliografia especializada
actualizada en nuestro pais sobre la teoria de errores de acceso a profesores y
estudiantes, en especial el tratamiento de la propagacién de cotas de errores en las
mediciones indirectas utilizando multiples métodos del calculo diferencial. Ejemplifica
la deduccién matemética de diferentes reglas de la propagaciéon de cotas de errores
a través del calculo diferencial, la sistematizaciéon del mismo y el desarrollo del
pensamiento l6gico, sin dejar de mencionar los aportes de las experiencias o
acciones metodoldgicas al respecto.

Preliminares

La Teoria de errores fundamenta la critica de la medicion, asi como el proyecto de
los sistemas destinados a ejecutarla, de ahi su importancia técnica y cientifica. Su
papel, sin embargo, es solo metodoldgico: no constituye un fin por si misma, sino un
medio para el desarrollo de la fisica experimental.

El estudio de la Teoria de errores es una rama aparte de la Matematica por derecho
propio, y por su extensién no se desarrollara por completo en este material. “El lector
queda avisado de que lo que sigue es tan s6lo un conjunto rapido y necesariamente
breve de las reglas y métodos fundamentales en el @&mbito de la teoria de errores
para propagar cotas de errores en las mediciones indirectas” (Pérez, 2013, p. 3).

Cuando se mide una cantidad, ya directa o indirectamente, la medida que se obtiene
no es necesariamente el valor exacto de tal medida, ya que el resultado obtenido
estard afectado por errores debidos a multitud de factores. Algo tan sencillo como
medir la temperatura del aire con un termometro, determinar la presion atmosférica
utilizando un barémetro aneroide o el diametro de un capilar mediante el microscopio
de recorrido sufrir errores debidos a la precision de estos instrumentos debido a sus
escalas, los reflejos del experimentador, las fluctuaciones de la temperatura,
corrientes de aire, el numero de medidas efectuadas, etc. Errores que se propagaran
a cualquier cantidad derivada de ésta que queramos determinar, como por ejemplo la



viscosidad del aire o del agua, el nimero de moles encerrado en un bulbo de vidrio,
etc. (Quirantes, 2017, pp. 1-2)

En estos casos es necesario estimar el error cometido al efectuar una medida o serie
de medidas.

El conjunto de reglas mateméticas dedicado a su estudio se conoce como teoria de
errores, y resulta imprescindible tanto para sacar todo el partido posible a un conjunto
de datos experimentales como para evaluar la fiabilidad de éstos. El estudio de la
teoria de errores es una rama aparte de la matemética por derecho propio, y por su
extension no se desarrollara por completo en este material. El lector queda avisado de
gue lo que sigue es tan s6lo un conjunto rapido y necesariamente breve de las reglas
y métodos fundamentales en el ambito de la teoria de errores para propagar cotas de
errores en las mediciones indirectas” (Pérez, 2013, p.3).

En principio, ya se conocia de causas y factores tales como habilidades
profesionales de los docentes, escasez de literatura especializada en el tema, etc.
para llevar a cabo la tarea dentro de la direccidbn del proceso de ensefianza-
aprendizaje, lo cual también se manifiesta en los docentes del colectivo actual de
Matematica-Fisica de la Facultad de Ciencias de la Educacion Media de nuestra
institucion.

Se han revelado insuficiencias en los estudiantes de las carreras antes mencionadas
en la aplicacion de la teoria de errores en el trabajo experimental , asi como de una
estrategia en los colectivos de disciplina para llevar a cabo la labor y de acciones
concretas para acometer la aplicacion por parte de los estudiantes de los métodos
del célculo diferencial en la propagacion de cotas de errores en las mediciones
indirectas que se efectlan en las actividades experimentales con una concepcion
cientifica de lograr la independencia y la creatividad de estos.

Es por esto que se considera que los elementos de la teoria de errores que se
ofrecen en el material, asi como los ejemplos y experiencias de acciones concretas
facilitaran la aplicacion de los métodos del calculo diferencial mas usados en la
propagacion de errores de las mediciones indirectas por parte de los estudiantes,
contribuyendo al despliegue exitoso de la actividad y al cambio de actitud del
profesorado ante esta problematica pedagdgica actual.

Aproximacién del error absoluto a una diferencial exacta

“Para el estudiante que posea conocimientos de calculo diferencial el céalculo de
errores puede llevarse a cabo sin necesidad de recurrir a las reglas de propagacion
de errores que aparecen en tablas, que a veces no estan al alcance de ellos,
utilizando en su lugar algunas reglas de derivacion” (Portuondo, 1983, p. 140).

Sea y una funcién continua de x en el intervalo [ X1, X2] en el cual se realizan
mediciones de las variables x: y = f(x).

A cada valor de x corresponde un valor de y, y una variaciéon Ax alrededor de x
ocasionara una variacion Ay en un entorno de y:

Yy —Yo = f (X +Ax) — f(X)
Ay = f (X +Ax) — f(X)
o dividiendo por Ax en ambos miembros

= =f (x +AX) — ()



AY  [f (x + Ax) - f(x)]
AX AX
y tomando el limite cuando Ax — O:

Iimﬂ — lim [f (x +Ax) - f(x)]

AX AX
AX—0 Ax—0

L, . . ., d
Por definicion, el segundo miembro es la derivada de la funcion f(x) respecto a x: é .
Entonces:
. AY d
im= = 4
AX dx

AX — 0
Si en el proceso de limite no hacemos Ax infinitamente pequefio, sino tan solo una
cantidad bastante pequefia, pero finita, la expresién anterior dejara de ser una
igualdad exacta, pero se seguird cumpliendo aproximadamente:

Ay df

AX dX

.. _df
De aqui: Ay = dXAx
dy
Ay ~ (5)0x (1)

Esta ecuacion permite calcular con magnifica aproximacion las variaciones que
experimenta cierta funcion y = f(X) cuando la variable independiente sufre
variaciones pequefas, Dicha ecuacién es fundamental para la propagacion de
errores: conocido el error experimental 6x de la variable x , la variacion dy de la
funcién y=f(x) se podra evaluar por la ecuacion anterior, identificando las variaciones
AX y Ay con los errores 6x y dy. De este modo, el error 6x es aproximado al
diferencial dx y el error 8y al diferencial dy.

El grado de aproximacion que implica la expresiénAyz(%)Ax(Z) puede
comprenderse graficamente mediante la figura:

Ay

L &)




, dy . :
Como se sabe la derivada X evalla la pendiente de la recta tangente a la curva 'y =

f(x) en cada punto, pero si el Ax se toma suficientemente pequefo, el Ay medido
sobre la curva y el correspondiente Ay que se mide sobre la recta practicamente no
diferiran uno de otro (al menos en las primeras cifras significativas). En
consecuencia, puede plantearse:

AY df

AX dax
0 ::_; L S due conduce directamente a la expresion (2)
Ejemplo:

Calcule sen 31°, sin recurrir a tablas ni calculadoras.

R//: Ante un problema como este, y recordando que 30° es un &ngulo notable
préximo al de 31° podemos desdoblar 31° en: 31 = 30 + 1 y recordemos también

quel® = —rad
180

Ahora seay = sen x , entonces : y = [ —_—

)] éx, esto implica quedy = cos X 6x

Para x = 30%y x = 1° = 2 /180 rad se tendra:

8y = cos 30° (1:;0)) = ;(%O))z 0.015

6y ~ 0.015
Sen (30°+ 1% =y +§y=sen30°+ 0.015=0.5+0. 015
osea,sen 31°=0.515

Si se tratase de un célculo de errores y se tuviese x = 30° medido con un error de +
1°, entonces su funcién seno sera exacta hasta las centésimas: sen (30 + 1) = 0.500
+0.015

Célculo de errores en funciones de una variable

“Supongamos que la magnitud y cuyo valor queremos hallar depende solamente de
otra magnitud x, mediante la relacion funcional y=f(x). Si aplicamos la expresion (2) a
las distintas funciones elementales de una variable se obtendran de inmediato las
correspondientes reglas de propagacion de errores que aparecen en tablas con lo
cual se puede prescindir de las mismas” (Portuondo, 1983, p. 142).

a) Seay=x", aplicando (2):

b= [

8y = m x™18x
dividiendo por x™en ambos miembros:
8y 6‘_x
S =m (Regla 5)

b) Seay = senx, aplicando (2):

d X
5y ~ l (senX)

X dx = cos x8x




6y = cos x6x(Regla 8)
c) Seay =tan x, aplicando (2):

d(tanX)
Sy = —x 8x = sec? xéx
8y = a:ssxzx(Regla 10)

d) Seay =€’ aplicando (2):

d(eX
6y=l fiX) ox = eX 8x

8y = eX 6x (Regla 12)

De modo similar puede procederse con las demas funciones de la tabla y con
cualesquiera otras funciones de una variable:

Ejemplo

1) Un ejemplo importante y frecuente en el laboratorio sobre las medidas indirectas
es el siguiente:

Supongamos que queremos medir el periodo P de un oscilador, es decir, el tiempo
gue tarda en efectuar una oscilacion completa, y disponemos de un cronémetro que
aprecia las décimas de segundo, 0.1 s. Medimos el tiempo que tarda en hacer 10
oscilaciones, por ejemplo 4.6 s, dividiendo este tiempo entre 10 resulta P=0.46 s,
que es el periodo “medio”.

Obtenemos para el error AP=0.01 s. Por tanto, la medida la podemos
expresar como

P=0.46+0.01 s

Es evidente, que podemos aumentar indefinidamente la resolucién instrumental para
medir P aumentando el nimero de periodos que incluimos en la medida directa de t.
El limite esta en nuestra paciencia y la creciente probabilidad de cometer errores
cuando contamos el numero de oscilaciones. Por otra parte, el oscilador no se
mantiene con la misma amplitud indefinidamente, sino que se para al cabo de un
cierto tiempo.

2) Se mide x = (g + 0.01) rad y se debe evaluar la funcién y = e™cos x para dicho

valor de x. Calcule el error aproximado 8y y exprese el valor resultante en la
formay +dy.

Tendremos:
8y = (% )Sx:[d(‘;: ) cosx + e* —d(z’:x)] Sx
6y = —e *(cos x + senx)dy
Evaluando:

- [ /4
6y = —es (cos§+ seng) 0.01 = 0.005



-1

Por su partey = e3 (cos g) ~ 0.175
Entonces el resultado de evaluar la funcién x = gseré:

y =0.175 + 0.005

En realidad esta funcion y no sufre iguales variaciones & y cuando x varia en 6x =
0.01 que cuando varia en - 8x = - 0.01, pero dentro de la exactitud con que se
expresan los errores la diferencia entre ambos dy seria inclusive menor que la
contenida en el redondeo de 0.0048 a 0.005.

Propagacion de cotas de errores en operaciones aritméticas
Funcion de varias variables

“La magnitud y viene determinada por la medida de varias magnitudes Xxi, X», X3, etc.,
con la que esta ligada por la funcién y=f(xi, X2, Xs...). La propagacion de cotas de
errores en operaciones aritméticas es también realizable mediante la
diferenciacion” (Portuondo, 1983, p.143).

Suma: (Regla 1 de la tabla)

Seay=X;+ Xz

Como el diferencial de la suma es igual a los diferenciales, entonces
dy = dx; + dx;

Aproximando las cotas de errores a los diferenciales:
dY = OX1 + OX>

a) Diferencia:(Regla 2 de la tabla)

Seay=X;-X

Diferenciando: dy = dx; - dx»

Teniendo en cuenta que puede darse el caso en que ambos sumandos queden con

el mismo signo

| dyl = [ dxal + | dxql

Aproximando las cotas de errores a los diferenciales:
Oy = 0X1 + OX2
b) Producto(Regla 3 de la tabla)

Seay=uv
Donde u y v pueden interpretarse como dos funciones de X.
Diferenciando el producto:

dy=vdu+udv
Aproximando las cotas de errores a los diferenciales:

dy =V dou + u dv
gue es la propagacion del error absoluto o del producto.



Dividiendo ambos miembros por uv:
5y 68U 4

AT
5y 66U 6V
y UV

gue es la propagacion del error relativo del producto.
c) Cociente(Regla 4 de la tabla)
Sea y:%
Donde u y v pueden interpretarse como dos funciones de x.
Asumamos que v = 0 y diferenciando el cociente:
wr=(7)- ()
%4 /&

Teniendo en cuenta que ambos sumandos pueden quedar positivos

=)+ (7

Aproximando las cotas de errores a los diferenciales y asumiendo positivos los
valores medidos de u y v: 4§y = (57U) + (%) dVque es la propagacion del error
absoluto o del cociente.

dv

Dividiendo ambos miembros por %3
) 6U 6V
Sy _8U_ oV
y U vV
gue es la propagacion del error relativo del cociente.

En la tabla siguiente se muestran las reglas de propagacion de cotas de errores
usadas en el laboratorio docente por los estudiantes, de forma memoristica o
reproductiva, sin la utilizacién de los métodos de analisis del célculo diferencial.



Nr Fumcién ‘ Error absoluto Error relativo

o.
| 1] yemetm | wesmts || a=aw \
| 2] yemem | wememtess || aew \
‘ 3H YR X% H By = ¥5, H 5 =55/ + B ‘
‘ 4H y=R/ % H &Y= ¥5 H 5= 5xyfx + By ‘
L s vy | w-w | a-msws |
L o] vyl | w-w | a-tmps |
| 7] yeew | wew | a=nesmtpee |
| 8] ymses | mmmes | a-aw |
L o) ymesx || mmmsem || a-ow |
‘ mH y=tanx H By =%/ cos’x H & = 3y ‘
D T T |
o o | wer [ ew |
| B yeme | mmesx | & |

14 y—lex By = 0.43429 px / 5= Byiy

x

* El simbola 3 sigmifica las cotas de errores de las magnitudes x e y, asi como g es el simbolo del logantmo decimal o
de base 10. 81 ¥ = lg x, entonces su derivada dy/dx = 1/x (lg €) = 0.43429/x, siendo e = 2.718281828459
aproximadamente.

Ejemplo de accion metodoldgica

Objetivos: Desarrollar habilidades en los estudiantes al aplicar el “método de
diferenciaciéon” para la propagacion de cotas de errores en las mediciones indirectas.

Sugerencias: Esta accion consiste en determinar la expresion del error relativo de la
energia cinética de un cuerpo a partir de una serie de mediciones directas con los
instrumentos correspondientes, lo que permitird en clases practicas del tema de
Trabajo y Energia ejercitar a los estudiantes en el método de diferenciacion que sera
usado en las préximas actividades experimentales que se orientaran en la
asignatura.

Enunciado: a) Héallese la expresion del error relativo y absoluto al calcular la energia

cinética de un cuerpo, si la masa de éste se mide pesandolo directamente y la
L

velocidad se calcula por la formula v = p donde L y t se miden directamente.
Aplique el método de diferenciacion.

b) Hallese el error absoluto y el relativo utilizando el método de la diferenciacion en
la determinacion del volumen de un cilindro, si al medirlo se obtienen valores del
radio R = (6.0 £ 0.1) cm y de la altura H = (10.0 £ 0.2) cm.

Propagacion de errores relativos: Método logaritmico

“Para propagar cotas de errores relativos resulta muy til aplicar logaritmo natural a
la expresion objeto de calculo y realizar después la diferenciacion de cada sumando
logaritmico: se obtiene automaticamente el error relativo de la expresiéon en funcién
del error relativo de los factores” (Portuondo, 1983, p. 144).

Recordemos primero que siy = In X, entonces:

- (22 (o



. dx . . .
Note que el cociente—, aproximando & x = dx , se convierte en el error relativo de la

. 5
variable x:f.

.. . ., . @y B "
Asi si se tiene una expresion del tipoy = xlx—xyzcon a, By y positivos, entonces:lny =
3
X Inx; + fInx, — ylnx;
diferenciando ambos miembros:

dx;

g dx, N dx,
=0C —_
v/y o B 5 Y x3

Teniendo en cuenta la posibilidad de que todos los sumandos fuesen positivos:

dx,

1

Aproximando las cotas de errores a los diferenciales y asumiendo positivos X3, Xo Yy
X3:

dx, dx;

X3

ldy/y| = + B +y

X2

0x, 0x3

X3

|6y /y| = +pB +y

X1
X1

X2
Debe tenerse en cuenta que si a Su vez Xi, Xpy X3 fuesenresultados de sumas o
restas, o resultado de evaluar alguna funcion, sus errores 6x;, 0X; y X3 Se evaluaran
conforme a lo explicado en el epigrafe anterior. No olvide que, al aplicar logaritmos a
sumas y restas, no se cumple que el logaritmo de la suma sea igual a la suma de los

logaritmos; el logaritmo de una suma no puede reducirse a operaciones mas
sencillas.

Ejemplo:

Un tubo tiene longitud L, radio interior r, radio exterior R y densidad p ; se conocen
las cotas de errores 8L or 8R y dp. Encuentre la expresién para la masa M del tubo y
la cota de error 6 M.

El volumen de un tubo (cilindro hueco) es:
V=1L (R* - r?)
y Su masa:
M =np L (R*-r?)
Aplicando logaritmos:
INM=Inz+Inp+InL+In(R*=r
Diferenciando y sustituyendo los diferenciales por los errores:
SM 6p 6L GS(R*>—r?
R e s =
Ahora:d (R? = r?) = 8 R? + & r* = 2R8R + 2rr
Donde se han aplicado a los errores las reglas de diferenciacién.
Entonces:



M 6p OL 2R6R 2rér
—=—4—+ +
M p L (R>?—-71r?) (R?>?-12%)

Sustituyendo M por su equivalente y despejando & M se obtiene tras algunas
simplificaciones:

oM = wL(R*> —12)6p + mp(R?* — r?)SL + mpL2RSR + mpL2rdr
Diferencial total y derivadas parciales en la propagacion de cotas de errores

Cuando una variable k es funcion de varias variables x, y, z:
k=Kk(X,Y, 2)

Cualquier variacion en x 6 y 6 z conlleva un cambio en la variable k; igualmente si
cambian a la vez dos variables o las tres.

La forma en que se relaciona el cambio diferencial dk con los cambios diferenciales
dx, dy, dz es:
ok ok ok

dk = adx +@dy+—dz

0k Ok 0Ok

donde dk es la diferencial exacta de la funcion K, ya,ayzson sus derivadas

parciales.

Si se aproximan los diferenciales a las cotas de errores:

ok

&5Z

6k = |ak|6 + ak|6 +
~ lox X dy y

Expresion que permite el calculo de la cota de error absoluto ok en funcion de las
cotas de errores de las variables medidas. En esta expresién los sumandos se
expresan siempre positivos, aun cuando alguna derivada parcial dé negativa al ser
evaluada, pues como se sabe, la variacion diferencial de la variable podria también
ser negativa y el producto de ambos ser positivo.

La expresion anterior puede ser generalizada a mas de tres variables
independientes. El célculo de cotas de errores mediante derivadas parciales
conduce a los mismos resultados que el método logaritmico y es cuestién de
comodidad adoptar una u otra via. “El método logaritmico aplicado a sumas y restas
requiere de todos modos una diferenciacion extra para el célculo del error en la
suma o resta, y el método del diferencial total acomete esta diferenciacion de modo
directo” (Portuondo, 1983, p. 146).

Ejemplo:
Veamos el siguiente problema:

En una fuente, se ha llenado completamente de agua un recipiente de base
cuadrada de lado L y altura h en un tiempo t y se quiere determinar el caudal medio
g que mana de la fuente. Los valores medidos han sido:

L =(22.440.1) cm
h = (53.5+0.5) cm
t=(323.2£0.3) s



El caudal medio se calcula dividiendo el volumen total de agua por el tiempo que ha
tardado en llenarse el recipiente

L%h
q=—]= q(L, h,t)

La incertidumbre de que respondera pues a la expresién

2Lh

_ |99 dq 2
5q = 5L + h6h+a 6t = |=~| oL+ 6h+ St

i
Teniendo en cuenta que L, h y t son siempre positivos, se puede escribir

2Lh 12 _  I*h
8q = —— 6L +—8h + — 6t
t t t

Al particularizar estas dos expresiones para los valores que se hayan medido se
obtiene la medida indirecta del caudal con su incertidumbre.

2

L“h S5cm
q=T—(224cm)2

323.2s
NOTESE que la cuarta cifra del resultado es de seguridad.

= 83.06 cm3s~1!

2 2
Como 8q = 22 6L + = 6h + = 6t

_ (2)(22.4cm)(53.5cm) (01cm) + (22.4cm)? (0.5cm) + (22.4cm)?(53.5cm) 035
(323.25) (323.25) (323.25)2
85q = 0.74 cm3s™ 1 + 0.78 cm3s™1 + 0.077cm3s™1 = 1.60 cm3s™ ! = 1.6 cm3s71
NOTE que:

- La incertidumbre calculada por propagacion de errores tiene las mismas
unidades que el valor calculado del mensurando.

- Todas las componentes de la incertidumbre se suman entre si, nunca se restan.

Para estimar la incertidumbre asociada a este valor calculado del caudal es
necesario derivar parcialmente esta expresion de q respecto de L, h y t; esto es,
calcular la derivada respecto de cada una de las variables considerando que las
demas son constantes. Asi para derivar parcialmente respecto de L se tratan h y t
como si fuesen constantes.

2
; at
q_ Y
AR TA
y se procede de forma analoga para derivar parcialmente respecto de hy de t
2
oty
dq _
oh oh
2
oty
q L2

ot ot t2



Hemos realizado las operaciones intermedias guardando una cifra de seguridad
como se indica en las recomendaciones para la realizacion de calculos con
cantidades aproximadas y al sumar todas las componentes de la incertidumbre
hemos encontrado que su valor tiene probablemente dos cifras significativas.
Podemos entonces expresar el resultado como

q=(83.1+1.6)cm3s™?!
0 si queremos, podemos redondear el error por exceso a una sola cifra significativa
q=(83+2)cm3s7?!
Propagacion cuadratica de errores

La propagacion de cotas de errores podemos realizarla aproximando la cota de error
resultante, ok, al diferencial total

6k—ak6 +ak6 +ak6 + +ak6
T ey T ou
De modo anélogo, la propagacién cuadratica de errores aleatorios puede realizarse

por la expresion:

6k ak6 ]2+ ak6 ]2+ ak& ]2+ + ak& ]2
= [|g=ox - =0z o+ [z—ou

dx ay Y] "4z ou
“‘Recordamos que los errores aleatorios no son cotas de errores, sino un estimado
de la variacion que se puede producir entre el valor verdadero de la magnitud y el
valor reportado, dentro de cierto nivel de confianza o probabilidad” (Portuondo, 1983,
p.150). Una medicion aislada e inclusive, el valor medio de una nueva serie de
mediciones podria diferir del valor medio reportado inicialmente en una cantidad
mayor que el error de la media; esta posibilidad tiene una probabilidad no nula.
Luego repetimos, el error aleatorio (error de la media) no representa una cota de
error.

Experiencia practica

A continuacion, mostraremos una de las experiencias del autor en la imparticion del
tema de Liquidos correspondiente a la asignatura de Fisica General Il que se
imparte en el 3er afio de la carrera de Matematica-Fisica de la institucién.

-Consideremos el estudio experimental realizado por los estudiantes para la
determinacion del coeficiente de tension superficial del agua a la temperatura
ambiente por el método por goteo. Dentro de sus objetivos esta el de aplicar el
método de minimos cuadrados para el procesamiento de los datos experimentales.

El coeficiente se determinara por la expresion:
myg
" md,y,

Donde, m: es la masa de una gota de agua que se determinara por el # de gotas que
cae de la bureta por la gravedad a un recipiente recolector mediante un goteo
regular y empleando la balanza se medira la masa del # de gotas prefijado por el
experimentador. Si se hace el experimento para 20, 40, 60, 80 y 100 gotas y se
obtienen las masas de las respectivas gotas se puede mediante un grafico de masas

o




de las gotas en funcion del numero de gotas m = f (# de gotas) obtener de la
pendiente del grafico la masa de una gota.

g: valor de la aceleracion de la gravedad.
dm: didmetro medio de la punta de la bureta por donde salen las gotas de agua.
- Ahora le expresion de trabajo sera:
bg
T ndy,
En la que m = b; pendiente del gréfico.

Aplicdndole el método logaritmo o el de la diferencial total a la expresion de trabajo,
la propagacion de cotas de errores sera:

Aplicando logaritmos:
Inc=Inb +Ing—Inn+ Ind,,
Diferenciando y sustituyendo los diferenciales por los errores:
o 6b 69 6m &dy

o b g mw dy

Teniendo en cuenta que los sumandos pueden quedar positivosy que 6g/g y on/
n se desprecian pues no se midieron en el laboratorio nos queda que el error relativo
es:

6 _ b 8dp
c b dm
sb  8d,,
60’—0’(74‘@)

Sdm
dm

cuadratico estara dado por:

&b L
Entonces:6a=a(7+ )es el error absolutode la medicion dec y el error

L8 (s

En la tabla 1 siguiente aparecen los valores de las mediciones del experimento:

Tabla 1: Mediciones del experimento

# de gotas Masa (g) Mediciones Se utiliz6 agua no
) V) destilada disponible
20 1.1 dm =1 mm=10°m | en el laboratorio
40 2.2 8dm= 0,5x10°m
60 3.3 g = 9.782 m/s? Valor medido en La
Habana, por

M.F.Gran



80 4.5 n=3.14
100 5.6 T=28 O
O Tebrico— 0.100 N/m

En la tabla 2 siguiente aparecen los resultados del procesamiento con el tabulador
Excel para el célculo de errores aplicando el método de minimos cuadrados:

Tabla 2: Resultados del procesamiento con el tabulador Excel

Resultados de Excel
Resumen

Estadisticas de la regresion

Coeficiente de correlacion 0,999882549
multiple
Coeficiente de 0,999765111

determinacion R"2

RA2 ajustado 0,999686815
Error tipico 0,031622777
Observaciones 5

ANALISIS DE VARIANZA

Grados de libertad Suma de

cuadrados
Regresion 1 12,769
Residuos 3 0,003
Total 4 12,772

Coeficientes Error tipico

Intercepciéon (a) -0,05 g / #gotas 0,033166248

Variable X1 (b) 0,0565 g 0,0005

En el grafico 1 contiene la curva de regresion ajustada aplicando minimos
cuadrados:



Grafico 1: Curva de regresion ajustada
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En la tabla 3 siguiente aparecen los resultados en el SI:
Tabla 3: Los resultados en funcion del sistema internacional de unidades

Resultados del software en el S. I.

de unidades
b 5,65x10° kg/gotas
a - 5x10™ kg
b 5x10” kg/gotas No tuvimos en cuenta errores de
exactitud de los instrumentos,
soOlo el aleatorio del célculo de la
pendiente
da 3, 3166248x10™ kg No tuvimos en cuenta errores de
exactitud de los instrumentos,
sOlo el aleatorio del célculo del
intercepto
o] 0,175924 N/m
e} 0,085 N/m
oclc 50 %
Dp 7 %
ct+dc 0,17 N/m + 0,08 N/m

*Dp = | Gexp - OTedrico E discrepancia porcentual



- Si ahora resolvemos el problema obteniendo la masa de la gota de agua por
metodo gréfico, utilizando un papel milimetrado y escogiendo dos puntos del
mismo:

x,=40 gotas, y;1=2,25x10%kg, x,=100 gotas, y,=5,5x10" kg; entonces determinamos
- v — 8 _ 4 10-5kg .

la pendiente como: m = =54 -10 /# degotas' 9U€ NO €s mas que la masa

de una gota de agua que se necesita para determinar el coeficiente de tensién

superficial de esta sustancia.

En la tabla 4 siguiente aparecen los resultados utilizando el método gréfico:

Tabla 4: Los resultados por el método grafico

Resultados por el
meétodo grafico

b 5.41666x10" ka/gotas
a 0.05x102 kg
db 34.1x10” kg / gotas Se incluye error
aleatorio, de exactitud
de los instrumentos y de
las escalas del gréfico
para  determinar la
pendiente
da No nos interesa para el
analisis
o 0,1689669 N/m
oo 0.085 N/m
dolo 50 %
Dp 6.89 %

ctdc 0.17 N/m =+ 0.08N/m



Resultados por el método

Resultados por el método

gréfico minimos cuadrados
b 5.41666x10" kg/gotas 5.65x10"° kg/gotas
a 0.05x102 kg - 5x107° kg
) 34.1x10" kg / gotas 5x10”" kg / gotas
c 0.1689669 N/m 0.175924 N/m
dc 0.085 N/m 0.085 N/m
dolc 50 % 50 %
Dp 6.89 % 7.00 %
c+dc 0.17 N/m + 0.08N/m 0,17 N/m + 0,08 N/m
Analisis final

- Haciendo finalmente una comparacion entre los indicadores calculados y
relacionados con la determinacion de la pendiente como masa de una gota de agua,
por ambos métodos expuestos anteriormente, se concluye que:

O

o

El error absoluto con que se determiné la masa de una gota de agua 6b o
error de la pendiente por el método de minimos cuadrados es inferior al
determinado por el método gréfico, es decir, la medicion de la gota de agua
es mas exacta y mas precisa por el método de minimos cuadrados como se
habia predicho inicialmente, lo cual demuestra la potencialidad cientifica del
calculo diferencial en su utilizacion para la teoria de errores en la propagacion
de cotas de errores y en el ajuste de graficos experimentales en el laboratorio
de Fisica.

5x107-H/ - o <84.4x107H /o

También se observa que el coeficiente de tension superficial por ambos
métodos fue determinado con la misma precision y exactitud.

En este experimento el error fundamental que se comete es en la medicién
del diametro medio de la punta de la bureta por donde salen las gotas de
agua, y el de haber utilizado un agua no destilada que contiene otros
componentes quimicos no previstos en el valor tedrico del coeficiente, pues
este se refiere a la sustancia formada por moléculas de hidrégeno y oxigeno.

Otro ejemplo clasico sobre la propagacion de errores cuadraticos y demas métodos
tratados lo puede ver al “calcular el nimero de moles a partir de la comprobacion
experimental de la ley de Boyle-Mariotte y a partir de la ecuacion (5)
n= - m'V4RT (5)” (Pérez, 2015, p. 10), proponer una expresion para la propagacion
cuadrética de sus errores.

Sugerencias



o Las asignaturas de la disciplina deben tener en su preparacion los contenidos
que tendran salida a través del trabajo experimental.

o En la preparacion de las asignaturas debe de quedar claro, la orientacion,
ejecucion y control del tratamiento a la teoria de errores, en especial, los
relacionados con el calculo diferencial tratados en este material.

Para la elaboracion y aplicacién de acciones metodologicas se deben de tener en
cuenta:

o Los contenidos de la matematica superior que reciben los estudiantes por
afos, segun el plan de estudio de la carrera.

o El disefio del trabajo experimental de las asignaturas de la disciplina.

o La invariante de habilidades experimentales disefiada y aprobada por la
disciplina.

o Los fundamentos de fisica general en los diferentes programas de las
asignaturas de la disciplina.

o Los elementos béasicos de la Informatica educativa que reciben los estudiantes
en los primeros afos de la carrera.

El material presentado, satisface las necesidades de bibliografia especializada de la
teoria de errores para llevar a cabo el trabajo experimental de la disciplina de Fisica
General, permitiendo elevar la calidad del proceso de ensefianza-aprendizaje de la
misma, la preparacion de estudiantes y profesores, asi como en estos ultimos
permitirles contextualizar, acorde con sus posibilidades, recursos y condiciones de
los estudiantes, los contenidos de la teoria de errores en el trabajo experimental.

En el orden investigativo, constituye un resultado del proyecto de investigacion sobre
Didéactica de las Ciencias Exactas en el Dpto. de Matematica-Fisica de la institucion,
que logra el disefio y confeccion de recursos didacticos sustentados en una
concepcion didactica para el desarrollo coherente del proceso de ensefanza-
aprendizaje de las Ciencias Exactas.
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